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ANALISIS DINAMIK MODEL PENYEBARAN PECANDU 




Pada skripsi ini dibahas kontruksi dan analisis model penyebaran pecandu 
narkoba sintetis dengan tingkat kejadian umum. Analisis dinamik dilakukan 
untuk menentukan titik kesetimbangan, syarat eksistensi titik 
kesetimbangan, penentuan angka reproduksi dasar 𝑅0, kestabilan lokal dan 
global titik kesetimbangan. Hasil analisis dinamik menunjukkan bahwa 
model memiliki dua titik kesetimbangan yaitu titik kesetimbangan bebas 
pecandu dan titik kesetimbangan endemik pecandu. Titik kesetimbangan 
bebas pecandu eksis tanpa syarat dan bersifat stabil asimtotik global jika 
angka reproduksi dasar 𝑅0 < 1, sedangkan titik kesetimbangan endemik 
eksis jika 𝑅0 > 1 dan bersifat stabil asimtotik global. Simulasi numerik 
dilakukan untuk mendukung hasil analisis. 





























































































DYNAMICAL ANALYSIS OF TRANSMISSION MODELS  




This final project discusses construction and dynamical analysis of 
transmission model synthetic drug addicts with a general incidence rate. 
Dynamical analysis is conducted to determine the equilibrium point, 
existence condition of equilibrium point, local and global stability of the 
equilibrium point. Analysis results show that the model has two equilibrium 
points namely drugs-free addict equilibrium point and endemic drug addict 
equilibrium point. Drugs-free addict equilibrium point exists without 
condition and it is globally asymptotically stable if the basic reproduction 
number 𝑅0 < 1. On the other hand the endemic drug addict equilibrium point 
exists if 𝑅0 > 1 and it is globally asymptotically stable. Numerical 
simulations are conducted to support the dynamic analysis results. 
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1.1 Latar Belakang 
 Narkoba adalah singkatan dari narkotika dan obat/bahan berbahaya. 
Selain narkoba, istilah yang diperkenalkan khusus oleh Departemen 
Kesehatan Republik Indonesia adalah napza yang merupakan singkatan dari 
narkotika psikotropika dan zat adiktif. Semua istilah ini baik narkoba atau 
napza mengacu pada sekelompok zat yang umumnya mempunyai resiko 
kecanduan bagi penggunanya. Menurut para ahli kesehatan, narkoba 
sebenarnya adalah psikotropika yang biasa dipakai untuk membius pasien 
saat hendak di operasi atau obat-obatan untuk penyakit tertentu. Namun kini 
presepsi itu disalahgunakan akibat pemakaian yang telah di luar dosis. 
Hingga kini penyebaran narkoba sudah hampir menyeluruh ke penduduk 
dunia karena mudah diperoleh dari oknum-oknum yang tidak bertanggung 
jawab. Narkoba sendiri terbagi atas dua jenis, yaitu narkoba alami dan 
narkoba sintetis. Keduanya sama-sama membahayakan jika disalahgunakan. 
Jenis narkoba alami berasal dari tumbuhan-tumbuhan, diantaranya adalah 
kokain, ganja, opium, dan morfin, sedangkan narkoba sintetis berasal dari 
bahan kimia.  
 Narkoba sintetis juga disebut “obat klub” karena banyak beredar 
ditempat-tempat hiburan malam. Jenis narkoba ini sedang naik daun 
dikalangan kaum muda karena mudah didapatkan dan desain kemasannya 
sangat menarik. Narkoba ini secara langsung dapat mempengaruhi sistem 
saraf pusat otak, tidak hanya itu ginjal dan jantung juga tak luput diserang. 
Narkoba sintetis yang paling umum adalah metamfetamin, naltrexon, dan 
triazolam, sedangkan yang baru-baru ini muncul adalah ganja sintetis 
(Synthetic Cannabinoid) dan tembakau cap gorilla. Narkoba jenis baru ini 
menyebabkan ketergantungan psikologis yang lebih kuat daripada narkoba 
alami, sehingga mengakibatkan kecanduan yang berlebih. Bila seseorang 
mengkonsumsi narkoba sintetis, akan segera muncul gejala psikotik seperti 
kegembiraan, depresi, halusinasi dan sebagainya. Hal ini mengakibatkan 



















masalah sosial seperti kejahatan dan kekerasan serius. Besaran statistik 
jumlah kasus penyalahgunaan narkoba di dunia diestimasi sebesar 4,9% atau 
208 juta pengguna di tahun 2006 kemudian mengalami sedikit penurunan 
pada tahun 2008 dan 2009 menjadi 4,6% dan 4,8%. Namun kemudian 
meningkat kembali menjadi 5,2% di tahun 2011 dan tetap stabil hingga 2013. 
Secara absolut, diperkirakan ada sekitar 167 hingga 315 juta orang 
penyalahguna dari populasi penduduk dunia yang berumur 15-64 tahun yang 
menggunakan narkoba minimal sekali dalam setahun di tahun 2013 
(UNODC, 2015), sehingga perlu dilakukan tindakan untuk mengendalikan 
penyebaran narkoba sintetis saat ini. 
 Banyak peneliti yang telah mempelajari model matematika sebagai 
dasar teoritis untuk mencegah dan mengendalikan penyebaran pecandu 
narkoba. Comiskey, dkk. (2007) membahas model penyebaran heroin dan 
pengobatan pecandu heroin dalam bentuk persamaan differensial biasa. 
Mulone, dkk. (2009) meneliti model pecandu heroin yang telah direhabilitasi 
dengan tingkat kejadian standar. Kemudian Fang, dkk. (2014) membahas 
model heroin nonotonomus dengan waktu tunda dan membuktikan titik 
kesetimbangannya stabil asimtotik global menggunakan fungsi Lyapunov. 
Selain itu, Nyabadza, dkk. (2015) meneliti model heroin sederhana yang 
terbagi menjadi populasi rentan, pecandu tanpa pengobatan, pecandu dalam 
perawatan, dan pengguna berulang-ulang. Semua model tersebut secara 
umum membahas narkoba tradisional atau alami. Mingju, dkk. (2017) 
melakukan pengembangan model transmisi narkoba sintetis. Pada model ini 
populasi dibagi menjadi 4, yaitu populasi rentan (Susceptible), populasi 
pecandu dalam gejala psikologis (Psychological Addicts), populasi pecandu 
dalam gejala fisologis (Physiological Addicts, dan populasi pecandu yang 
direhabilitasi (drug-users in Treatment). 
 Pada skripsi ini dibahas analisis dinamik model penyebaran narkoba 
sintetis yang mengkaji ulang artikel Ma, dkk. (2017). Analisis dinamik yang 
dilakukan pada model meliputi penentuan titik kesetimbangan, angka 
reproduksi dasar, analisis kestabilan lokal, dan kestabilan global titik 
kesetimbangan. Pada bagian akhir dilakukan simulasi numerik dengan 



















1.2 Rumusan masalah 
 Berdasarkan latar belakang yang telah diuraikan, inti permasalahan 
yang dikaji pada skripsi ini sebagai berikut 
1. Bagaimana mengkonstrukusi model penyebaran pecandu narkoba sintetis 
dengan tingkat kejadian umum? 
2. Bagaimana titik kesetimbangan dan kestabilannya? 
3. Bagaimana hasil simulasi numerik model? 
 
1.3 Tujuan 
 Tujuan yang diperoleh pada skripsi ini adalah sebagai berikut 
1. Mengkonstruksi model penyebaran pecandu narkoba sintetis dengan 
tingkat kejadian umum. 
2. Menentukan titik kesetimbangan model dan kestabilannya. 






















































 Dalam skripsi ini dibahas analisis dinamik model penyebaran obat 
sintetis dengan tingkat kejadian umum. Sistem dinamik linear dan nonlinear, 
titik kesetimbangan, kriteria Routh-Hurwitz, kestabilan lokal, kestabilan 
global, serta matriks generasi selanjutnya untuk mencari angka reproduksi 
dasar merupakan beberapa teori yang digunakan untuk membantu 
memahami persoalan yang dibahas dalam skripsi ini. 
2.1 Sistem Dinamik 
 Sistem dinamik adalah suatu sistem yang dapat diketahui kondisinya 
pada masa yang akan datang jika diberikan suatu kondisi di masa sekarang 
atau masa lalu. Dalam penerapannya, sistem dinamik dibagi menjadi dua 
yaitu sistem dinamik diskrit dan sistem dinamik kontinu. Sistem dinamik 
diskrit dinyatakan sebagai persamaan beda, secara umum dapat dituliskan 
?⃗?𝑡+1 = 𝑓(?⃗?𝑡), 𝑡 ∈ ℤ atau ℕ, ?⃗? ∈ ℝ
𝑛. 
 Sistem dinamik kontinu dinyatakan sebagai persamaan diferensial 
biasa, secara umum dapat dituliskan 
𝑑?⃗?
𝑑𝑡
= 𝑓(?⃗?, 𝑡), 𝑡 ∈ ℝ, 𝑥 ∈ ℝ𝑛.  
            (Alligood, dkk., 2000) 
 Sistem dinamik kontinu dapat dibedakan menjadi sistem otonomus 
dan sistem nonotonomus. Dalam skripsi ini model yang dibahas merupakan 
sistem otonomus. 
 
2.1.1 Sistem Otonomus 
 Sistem otonomus adalah suatu sistem persamaan diferensial biasa 
yang berbentuk 
                  
𝑑𝑥
𝑑𝑡
= 𝑓(?⃗?), ?⃗? ∈ ℝ𝑛,                                   (2.1) 
dengan fungsi 𝑓(?⃗?) adalah fungsi kontinu yang tidak bergantung secara 




















Definisi 2.1.1 (Titik Kesetimbangan Sistem Otonomus) 
 Titik ?⃗?∗ disebut titik kritis sistem otonomus (2.1) jika memenuhi 
𝑓(?⃗?) = 0. Titik kristis ?⃗?∗ merupakan solusi sistem persamaan (2.1) yang 
bernilai konstan, karena 
𝑑𝑥
𝑑𝑡
 = 0. Keadaan yang menyebabkan 
𝑑𝑥 
𝑑𝑡
 = 0 disebut 
keadaan setimbang dan titik kritis adalah titik yang memenuhinya, sehingga 
titik kritis disebut sebagai titik kesetimbangan. 
(Boyce dan DiPrima, 2012) 
Definisi 2.1.2 (Kestabilan Titik Kesetimbangan) 
 Titik kesetimbangan ?⃗?∗ sistem otonomus (2.1) dikatakan 
1. Stabil, jika untuk setiap > 0 terdapat 𝛿 > 0 sedemikian sehingga 
untuk setiap solusi ?⃗?(𝑡) sistem (2.1) yang memenuhi 
||?⃗?(0) − ?⃗?∗|| < 𝛿, 
ada untuk setiap 𝑡 > 0 dan memenuhi 
            ||?⃗?(𝑡) − ?⃗?∗|| < , ∀ 𝑡 ≥ 0. 
2. Stabil asimtotik, jika ?⃗?∗ stabil dan terdapat 𝛿0 > 0 sedemikian 
sehingga jika suatu solusi ?⃗?(𝑡) sistem (2.1) yang memenuhi  




?⃗?(𝑡) =  ?⃗?∗. 
3. Tidak stabil, apabila tidak memenuhi kriteria stabil. 
 
 (Boyce dan DiPrima, 2012) 
 
2.1.2 Sistem Otonomus linear 





= 𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2+. . . +𝑎1𝑛𝑥𝑛  ,  
                   
𝑑𝑥2 
𝑑𝑡
= 𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2+. . . +𝑎2𝑛𝑥𝑛 ,      (2.2) 























dengan 𝑎𝑖𝑗 ∈ ℝ, 𝑖, 𝑗 = 1,2,… , 𝑛. Sistem persamaan (2.2) dapat dinyatakan 
sebagai 
                                              
𝑑𝑥 
𝑑𝑡
= 𝐴?⃗?,                                                    (2.3) 
 
dengan A =  (





⋮    ⋱      ⋮
𝑎𝑛2 ⋯ 𝑎𝑛𝑛
) matriks konstan.  
Misalkan  𝜆𝑖 , 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛, adalah nilai eigen matriks 𝐴 dan 𝑑𝑒𝑡(𝐴)  ≠  0, 
maka ?⃗?∗ = 0⃗⃗ adalah satu-satunya titik kesetimbangan (2.2). Untuk 
menentukan kestabilan titik kesetimbangan sistem (2.2) dapat digunakan 
Teorema 2.1.2. 
 
Teorema 2.1.2 Kestabilan Titik Kesetimbangan Sistem Otonomus 
Linear. 
 Misalkan  𝜆𝑖, 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛, adalah nilai eigen matriks koefisien 𝐴 
sistem otonomus linear (2.2) dengan |𝐴| ≠  0. Titik kesetimbangan ?⃗?∗ = 0⃗⃗ 
sistem (2.2) bersifat: 
1. stabil, jika semua nilai eigen memiliki bagian real tak positif, 
2. stabil asimtotik, jika semua nilai eigen memiliki bagian real negatif, 
3. tidak stabil, jika terdapat nilai eigen yang memiliki bagian real positif  
(Finizio dan Ladas, 1982). 
 
2.1.3 Kriteria Routh-Hurwitz 
 Kestabilan titik kesetimbangan sistem linear bergantung pada tanda 
akar persamaan karakteristik atau nilai eigen matriks koefisiennya. Jika suatu 




𝑛−2 +⋯+ 𝑎𝑛 =  0,                  (2.4) 
dengan 𝑎𝑛 ≠ 0 , maka titik kesetimbangan pada sistem tersebut bersifat 
stabil asimtotik jika akar-akar persamaan karakteristiknya memiliki bagian 
real negatif. Dalam beberapa kasus tertentu, tidak mudah untuk menentukan 



















kesetimbangan tanpa harus menentukan akar-akar persamaan 
karakteristiknya dengan memanfaatkan kriteria Routh Hurwitz. 
  Akar-akar persamaan karakteristik (2.4) memiliki bagian real negatif 
jika dan hanya jika 
𝐷1 = |𝑎1| > 0,    𝐷2 = |
𝑎1 𝑎3
1 𝑎2








| > 0, 
𝐷4 = |







| > 0,   𝐷𝑘 =
|
|
































2 + 𝑎3𝜆 + 𝑎4 =  0,                      (2.5) 
Akar-akar persamaan (2.5) memiliki bagian real negatif jika dan hanya jika 
1. 𝐷1 = |𝑎1| = 𝑎1 > 0, 
 
2. 𝐷2 = |
𝑎1 𝑎3
1 𝑎2
| =  𝑎1𝑎2 − 𝑎3 > 0, 
 








| = 𝑎1𝑎2𝑎3 − 𝑎3
2 − 𝑎1
2𝑎4 > 0, 
 
4. 𝐷4 = |




𝑎2 𝑎4  0
𝑎1  𝑎3  0
  1   𝑎2  𝑎4
| = 𝑎1𝑎2𝑎3𝑎4 − 𝑎3
2𝑎4 − 𝑎1
2𝑎4 > 0, 






















2.1.4 Sistem Otonomus Nonlinear 
Perhatikan sistem otonomus nonlinear berdimensi 𝑛 berikut. 
𝑑𝑥𝑖 
𝑑𝑡
= 𝑓𝑖(?⃗?), 𝑖 = 1,⋯ , 𝑛, ?⃗? ∈ ℝ
𝑛,               (2.6) 
dengan fungsi 𝑓𝑖 memiliki turunan parsial yang kontinu di titik 
kesetimbangan ?⃗?∗. Sistem (2.6) dapat didekati oleh sistem otonomus linear 
dengan cara melakukan ekspansi Taylor fungsi 𝑓𝑖 di sekitar titik 









∗) + 𝜂𝑖(?⃗?),                         (2.7) 
dengan 𝜂𝑖(?⃗?) adalah suku sisa untuk 𝑖 = 1,2, … , 𝑛. Suku sisa pada hampiran 






dengan 𝑝 = (𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑛)
𝑇 dimana 𝑝𝑖 = 𝑥𝑖 − 𝑥𝑖
∗ untuk 𝑖 = 1,2,… , 𝑛. 























)                            




















































).                                  (2.8) 
karena 𝑓𝑖(?⃗?





























































































































= 𝐽𝑝 + 𝜂,                     (2.9) 
dengan 𝐽 disebut matriks Jacobi. Jika ?⃗? berada dekat dengan ?⃗?∗, maka 
𝜂  bernilai kecil, sehingga 𝜂 → 0⃗⃗. Oleh karena itu, 𝜂 dapat diabaikan dan 
sistem nonlinear (2.6) dapat dihampiri oleh sistem linear 
𝑑?⃗?
𝑑𝑡
= 𝐽𝑝.                   (2.10) 
Jika ?⃗? = ?⃗?∗, maka diperoleh 𝑝 = 0⃗⃗ sehingga sistem linear (2.10) memiliki 
titik kesetimbangan 𝑝 = 0⃗⃗ dan 𝐽 berperan sebagai 𝐴 pada sistem otonomus 
linear (2.3). Proses penghampiran sistem nonlinear oleh sistem linear 
dinamakan proses linearisasi. Selanjutnya kestabilan titik kesetimbangan 
sistem nonlinear (2.6) akan bergantung pada kestabilan titik kesetimbangan 
hasil linearisasi seperti dinyatakan pada Teorema 2.1.2. 
Teorema 2.1.4 Kestabilan Titik Kesetimbangan Sistem Otonomus 
Nonlinear. 
Titik kesetimbangan sistem otonomus nonlinear bersifat, 
1. stabil asimtotik, jika titik kesetimbangan sistem hasil linearisasi 



















2. tidak stabil, jika titik kesetimbangan sistem hasil linearisasi (2.10) 
bersifat tidak stabil. 
(Boyce dan DiPrima, 2012) 
2.1.5 Kestabilan Global dengan Fungsi Lyapunov 
Kestabilan titik kesetimbangan dibedakan menjadi kestabilan lokal 
dan global. Kestabilan lokal titik kesetimbangan sistem otonomus nonlinear 
(2.6) dapat ditentukan dengan melakukan linearisasi seperti yang dijelaskan 
pada subbab 2.1.4. Salah satu metode yang dapat digunakan untuk 
menentukan kestabilan global titik kesetimbangan adalah dengan 
menggunakan fungsi Lyapunov. 
Definisi 2.1.5.1 Fungsi Lyapunov Lemah 
Misalkan ?⃗?∗ adalah suatu titik kesetimbangan sistem persamaan (2.1). 
Suatu 𝐿 ∶ 𝑅𝑛 → 𝑅 disebut fungsi Lyapunov lemah untuk ?⃗?∗ jika terdapat 
suatu persekitaran 𝑊 ⊆ 𝑅𝑛  dari ?⃗?∗ yang memenuhi kondisi, 
1. 𝐿(?⃗?∗) = 0 dan 𝐿(?⃗?) > 0 ∀ ?⃗? ≠ ?⃗?∗ ∈ 𝑊, 
2. 𝐿′(?⃗?) ≤ 0, ∀ ?⃗? ∈ 𝑊. 
 
Definisi 2.1.5.2 Fungsi Lyapunov Kuat. 
Fungsi 𝐿 disebut fungsi Lyapunov kuat untuk ?⃗?∗ jika terdapat suatu 
persekitaran 𝑊 pada ?⃗?∗ yang memenuhi kondisi, 
1. 𝐿(?⃗?∗) = 0 dan 𝐿(?⃗?) > 0 ∀ ?⃗? ≠ ?⃗?∗ ∈ 𝑊, 
2. 𝐿′(?⃗?) < 0, ∀≠ ?⃗?∗, ?⃗? ∈ 𝑊. 
 
Teorema 2.1.5 (Kestabilan global dengan fungsi Lyapunov) 
Misalkan ?⃗?∗ adalah suatu titik kesetimbangan sistem persamaan (2.1). 
Titik kesetimbangan ?⃗?∗ bersifat, 
1. stabil global, jika terdapat suatu fungsi Lyapunov lemah untuk ?⃗?∗, 
2. stabil asimtotik global, jika terdapat suatu fungsi Lyapunov kuat untuk 
?⃗?∗. 
(Alligood, dkk., 2000) 
2.2 Angka Reproduksi Dasar 
Angka reproduksi dasar dinotasikan dengan 𝑅0 merupakan suatu 
ukuran potensi penyebaran penyakit dalam suatu populasi. Bilangan 



















rentan yang menjadi terinfeksi selama masa infeksi berlangsung. Pada model 
epidemi penyebaran penyakit, angka reproduksi dasar digunakan sebagai 
penentu untuk mengetahui apakah dalam suatu populasi terjadi suatu 
penyebaran penyakit atau tidak. Angka reproduksi dasar menyatakan rata-
rata banyaknya individu yang terinfeksi akibat satu individu yang telah 
terinfeksi sebelumnya. Penyebaran penyakit terjadi jika 𝑅0 > 1 karena rata-
rata satu individu terinfeksi menyebabkan lebih dari satu individu baru 
terinfeksi. Jika 𝑅0 < 1 maka penyebaran penyakit tidak terjadi karena rata-
rata satu individu terinfeksi menyebabkan kurang dari satu individu baru 
terinfeksi, dengan kata lain individu tersebut belum tentu dapat menginfeksi 
individu lainnya. 
(Driessche dan Watmough, 2001) 
2.3 Metode Matrik Generasi Selanjutnya 
Metode matriks generasi selanjutnya adalah suatu metode yang 
digunakan untuk menentukan bilangan reproduksi dasar (𝑅0). Langkah awal 
pada metode ini adalah membagi model kompartemen penyebaran penyakit 
menjadi dua yaitu kompartemen terinfeksi dan kompartemen tidak terinfeksi. 
Jika terdapat individu-individu terinfeksi maka suatu kompartemen disebut 
kompartemen terinfeksi. Misalkan terdapat 1,… ,𝑚,𝑚 + 1,… , 𝑛 
kompartemen dengan kompartemen pertama sampai dengan 𝑚 memuat 
individu terinfeksi dan kompartemen 𝑚 + 1 sampai dengan 𝑛 memuat 
individu tidak terinfeksi. Model kompartemen yang memuat individu 
terinfeksi dapat dituliskan sebagai berikut 
𝑥𝑖
′ = ℱ𝑖 − 𝒱𝑖,          𝑖 = 1,2, … ,𝑚 
dengan 𝑥𝑖 menyatakan jumlah individu pada setiap kompartemen 𝑖. ℱ𝑖 
menyatakan komponen pembentuk matriks ℱ yang merupakan infeksi baru 
yang masuk pada kompartemen ke-𝑖. Infeksi baru hanya dapat diperoleh dari 
individu rentan dan  ℱ𝑖 tidak boleh negatif. 𝒱𝑖 menyatakan komponen 
pembentuk matriks 𝒱 yang merupakan transfer keluar atau masuk dari 
kompartemen satu ke kompartemen lainnya. 𝒱𝑖 bernilai positif jika 
menyatakan transfer keluar dari matriks ke-𝑖, dan 𝒱𝑖 bernilai negatif jika 
























] , 𝐷𝒱 = [
𝜕𝒱𝑖 (𝑃0)
𝜕𝑥𝑗
] ,              𝑖, 𝑗 = 1,… ,𝑚 
dengan 𝑃0 merupakan titik kesetimbangan bebas penyakit. Matriks generasi 
selanjutnya didefinisikan sebagai berikut 
𝐾 = (𝐷ℱ)(𝐷𝒱)−1. 
Angka reproduksi dasar diperoleh dari perhitungan matriks generasi 
selanjutnya, yaitu 
𝑅0 = 𝜌(𝐾), 
dengan 𝜌(𝐾) adalah spectral radius matriks 𝐾.     
 (Brauer dan Chaves, 2012) 
 
Contoh: Diberikan model yang terdiri dari tiga persamaan sebagai berikut 
𝑑𝑆
𝑑𝑡
= 𝜇 − 𝛽𝑆𝐼 − 𝜇𝑆, 
𝑑𝐼
𝑑𝑡
= 𝛽𝑆𝐼 − 𝑘𝐼 − 𝜇𝐼, 
𝑑𝑅
𝑑𝑡
= 𝑘𝐼 − 𝜇𝑅. 
Sistem persamaan ini mempunyai titik kesetimbangan bebas penyakit        
0 = (1,0,0). Matriks ℱ dan 𝒱 dapat dituliskan sebagai berikut 
ℱ = [𝛽𝑆𝐼] dan 𝒱 = [𝑘𝐼 + 𝜇𝐼]. 
Dengan penurunan terhadap masing-masing subpopulasi dan 
mensubstitusikan titik kesetimbangan bebas penyakit 0 = (1,0,0) maka 
diperoleh 
𝐷ℱ( 0) = [𝛽] dan   𝐷𝒱( 0) = [𝑘 + 𝜇]. 
Sebelum menentukan matriks generasi selanjutnya, terlebih dahulu 
ditentukan invers matriks, yaitu 




Perkalian matriks 𝐷ℱ( 0) dan 𝐷𝒱
−1( 0) menghasilkan 𝐾, kemudian 
dibentuk matriks generasi selanjutnya 𝐾 = (𝐷ℱ( 0))(𝐷𝒱























Selanjutnya ditentukan nilai eigen dari matriks 𝐾, yaitu |𝐾 − 𝜆𝐼| = 0 dan 





Angka reproduksi dasar 𝑅0 adalah spectral radius dari matriks 𝐾, yaitu      
                             𝑅0 = 𝜌(𝐾) = max{𝜆}, 









2.4 Tingkat Kejadian  
Tingkat kejadian pada model epidemi merupakan fungsi yang 
menyatakan banyaknya individu yang terinfeksi akibat kontak langsung 
dengan individu terinfeksi. Jika unit waktu yang digunakan adalah perhari, 
maka 𝛽 adalah rata-rata banyaknya kontak perhari dengan individu dari kelas 
terinfeksi.  
Terdapat beberapa jenis tingkat kejadian yaitu 
1. Billinier dengan bentuk fungsi 𝛽𝐼 . 
2. Standard dengan bentuk fungsi 
𝛽𝐼
𝑁
  . 
3. Tersaturasi dengan bentuk fungsi 
𝛽𝐼
1+𝑎𝐼 
  . 




5. Umum dengan bentuk fungsi 𝑓(𝐼, 𝑁) . 




















BAB III  
PEMBAHASAN 
 Pada bab ini dibahas konstruksi model penyebaran pecandu narkoba 
sintetis dengan tingkat kejadian umum. Selanjutnya dilakukan analisis 
dinamik pada model yang meliputi penentuan titik kesetimbangan, syarat 
eksistensi titik kesetimbangan, angka reproduksi dasar, analisis kestabilan 
lokal, dan global titik kesetimbangan. Pada bagian akhir dilakukan beberapa 
simulasi numerik untuk mengilustrasikan hasil analisis yang telah diperoleh. 
3.1 KONSTRUKSI MODEL 
 Populasi model penyebaran pecandu  narkoba sintetis dengan tingkat 
kejadian umum dibagi menjadi 4 subpopulasi. Populasi rentan (𝑆), populasi 
pecandu psikologis (𝑃), populasi pecandu fisologis (𝐻), dan populasi 
pecandu yang direhabilitasi (𝑇). Model transmisi narkoba sintetis dengan 
tingkat kejadian umum digambarkan dalam diagram kompartemen pada 
Gambar 3.1. 
 
                      µ                          µ     µ 
  ᴧ                  𝛽(𝑁)(𝑃 + 𝐻)                                           𝜋 
 






Gambar 3.1. Diagram kompartemen model penyebaran pecandu narkoba 






















Model penyebaran pecandu narkoba sintetis diperoleh dengan 
mendeskripsikan diagram kompartemen pada Gambar 3.1 ke dalam model 
matematika. Terdapat tujuh parameter yang mempengaruhi laju perubahan 
masing-masing subpopulasi, yaitu 𝛬, 𝛽(𝑁), 𝜋, 𝛾, 𝜃, 𝜎, µ. Parameter 
𝛬 menginterpretasikan laju kelahiran, 𝛽(𝑁) menunjukkan tingkat kejadian 
umum laju populasi rentan yang mulai terserang infeksi (pecandu), 𝜋 adalah 
laju pecandu psikologis yang berpindah menjadi pecandu fisiologis, 
𝛾 merupakan laju pecandu psikologis yang masuk rehabilitasi, 𝜃 
menginterpretasikan laju pecandu fisiologis yang masuk rehabilitasi, 
𝜎 menunjukkan laju pecandu yang lolos dari rehabilitasi dan masih 
menggunakan narkoba sintetis, dan µ mewakili laju kematian alami. 
Konstruksi model penyebaran pecandu narkoba sintetis dijelaskan secara 
rinci berikut ini. 
3.1.1 Laju Perubahan Subpopulasi Individu Rentan (𝑆) 
 Berdasarkan Gambar 3.1 perubahan jumlah individu pada subpopulasi 
rentan (𝑆) dipengaruhi oleh kelahiran, perubahan individu rentan menjadi 
individu terinfeksi, dan kematian alami. Individu yang baru lahir akan masuk 
ke dalam subpopulasi rentan, sehingga mengakibatkan bertambahnya jumlah 
individu pada subpopulasi rentan dengan laju sebesar Λ. Laju perubahan 
populasi rentan pada waktu 𝑡 berkurang karena adanya kontak dengan 
pecandu psikologi dan pecandu fisiologi yang dinotasikan −𝛽(𝑁)𝑆(𝑃 + 𝐻), 
serta mengalami kematian alami yaitu µ𝑆. Dengan demikian, laju perubahan 
populasi rentan persatuan waktu adalah 
𝑑𝑆
𝑑𝑡
= Λ − µ𝑆 − 𝛽(𝑁)𝑆(𝑃 + 𝐻).                   (3.1) 
3.1.2  Laju Perubahan Subpopulasi Pecandu Psikologis (𝑃) 
 Interaksi antara individu rentan dengan pecandu psikologis dan 
fisiologis menyebabkan bertambahnya subpopulasi pecandu psikologis, 
individu rentan masuk ke subpopulasi pecandu psikoligis karena 
terpengaruhi atau terganggu kejiwaannya (labil). Laju perubahan pecandu 
psikologis pada waktu 𝑡 berbanding lurus dengan bertambahnya jumlah 



















  Berkurangnya jumlah subpopulasi pecandu psikologis karena 
ketergantungan dalam memakai narkoba, sehingga masuk ke dalam pecandu 
psikologis dengan laju perubahan tersebut dinyatakan sebagai – 𝜋𝑃. Laju 
berkurangnya pecandu psikologis juga diakibatkan kematian alami serta 
pecandu memasuki rehabilitasi sebagai tahap penyembuhan, laju tersebut 
dinyatakan sebagai −(µ + 𝛾)𝑃. Dengan demikian, laju perubahan populasi 
pecandu psikologis persatuan waktu adalah  
𝑑𝑃
𝑑𝑡
= 𝛽(𝑁)𝑆(𝑃 + 𝐻) − 𝜋𝑃 − (µ + 𝛾)𝑃.                 (3.2) 
3.1.3  Laju Perubahan Subpopulasi Pecandu Fisiologis (𝐻) 
 Perubahan subpopulasi pecandu psikologis menjadi subpopulasi 
pecandu fisiologis dipengaruhi oleh penggunaan narkoba sintetis yang terus 
menerus. Pecandu psikologis dapat berubah menjadi pecandu fisiologi 
dengan laju 𝜋𝑃. Laju berkurangnya subpopulasi pecandu fisiologis 
diakibatkan kematian alami serta pecandu memasuki rehabilitasi sebagai 
tahap penyembuhan, laju tersebut dinyatakan sebagai −𝜎𝐻 − µ𝐻. 
 Subpopulasi pecandu fisiologis juga bertambah dikarenakan 
pecandu yang telah direhabilitasi masih tetap saja mengulangi perbuatan 
konsumsi narkoba sintetis, laju bertambahnya subpopulasi pecandu 
fisiologis setelah direhabilitasi dinyatakan sebagai 𝜃𝑇. 
 Dengan demikian, laju perubahan subpopulasi pecandu fisiologis 
persatuan waktu adalah 
𝑑𝐻
𝑑𝑡
= 𝜋𝑃 + 𝜃𝑇 − 𝜎𝐻 − µ𝐻.            (3.3) 
3.1.4  Laju Perubahan Subpopulasi Pecandu dalam Rehabilitasi (𝑇) 
 Laju subpopulasi rehabilitasi/penyembuhan mengalami pertambahan 
dari subpopulasi pecandu psikologis dan pecandu fisiologis. Masing-masing 
laju dinyatakan dalam bentuk 𝛾𝑃 mewakili subpopulasi pecandu psikologis 
dan 𝜎𝐻 mewakili subpopulasi pecandu fisiologi. 
 Laju berkurangnya subpopulasi rehabilitasi dikarenakan adanya 
pecandu yang kambuh dan masih mengkonsumsi narkoba sehingga pecandu 



















subpopulasi rehabilitasi tersebut adalah – 𝜃𝑇. Adapun hal lain yang 
mempengaruhi laju berkurangnya subpopulasi rehabilitasi adalah kematian 
alami yang dinyatakan sebagai – µ𝑇. 
 Dengan demikian, laju perubahan subpopulasi pecandu rehabilitasi/ 
penyembuhan persatuan waktu adalah 
𝑑𝑇
𝑑𝑡
= 𝛾𝑃 + 𝜎𝐻 − 𝜃𝑇 − µ𝑇.           (3.4) 
 Berdasarkan uraian tersebut, model berbentuk persamaan diferensial 
nonlinier sebagai berikut 
𝑑𝑆
𝑑𝑡
= Λ − µ𝑆 − 𝛽(𝑁)𝑆(𝑃 + 𝐻),  
𝑑𝑃
𝑑𝑡
= 𝛽(𝑁)𝑆(𝑃 + 𝐻) − 𝜋𝑃 − (µ + 𝛾)𝑃,          (3.5) 
𝑑𝐻
𝑑𝑡
= 𝜋𝑃 + 𝜃𝑇 − 𝜎𝐻 − µ𝐻,  
𝑑𝑇
𝑑𝑡
= 𝛾𝑃 + 𝜎𝐻 − 𝜃𝑇 − µ𝑇,  
yang terdefinisi pada 
Ω= {(𝑆, 𝑃, 𝐻, 𝑇)|𝑆, 𝑃, 𝐻, 𝑇 ≥ 0, 𝑆 + 𝑃 + 𝐻 + 𝑇 = 𝑁}. 
 Selanjutnya dengan menjumlahkan semua persamaan pada sistem 
(3.5), diperoleh  
𝑑𝑁
𝑑𝑡
= Λ − µ𝑁. Jika 𝑡 → ∞ maka 𝑁 →
Λ
µ
. Oleh karena itu 
pada pembahasan berikutnya jumlah total 𝑁 = 
Λ
µ
 . Kemudian dengan 









, dan 𝑤 =
𝑇
𝑁
 sistem (3.5) menjadi 
𝑑𝑥
𝑑𝑡
= µ − µ𝑥 − 𝛽(𝑁)𝑁𝑥(𝑦 + 𝑧) , 
𝑑𝑦
𝑑𝑡
= 𝛽(𝑁)𝑁𝑥(𝑦 + 𝑧) − 𝜋𝑦 − (µ + 𝛾)𝑦,         (3.6) 
𝑑𝑧
𝑑𝑡
= 𝜋𝑦 + 𝜃𝑤 − (𝜎 + µ)𝑧 , 
𝑑𝑤
𝑑𝑡
= 𝛾𝑦 + 𝜎𝑧 − (𝜃 + µ)w,  
dengan kondisi awal  






















3.2 Titik Kesetimbangan 














  µ − µ𝑥 − 𝛽(𝑁)𝑁𝑥(𝑦 + 𝑧) = 0 ,                                (3.7a) 
  𝛽(𝑁)𝑁𝑥(𝑦 + 𝑧) − 𝜋𝑦 − (µ + 𝛾)𝑦 = 0,                (3.7b) 
                       𝜋𝑦 + 𝜃𝑤 − (𝜎 + µ)𝑧 = 0,                 (3.7c) 
                               𝛾𝑦 + 𝜎𝑧 − (𝜃 + µ)𝑤 = 0.                                      (3.7d) 
Berdasarkan persamaan  (3.7a) sampai (3.7d) dapat diperoleh dua 
jenis titik kesetimbangan, yaitu titik kesetimbangan bebas pecandu dan titik 
kesetimbangan endemik pecandu. Titik kesetimbangan bebas pecandu 
diperoleh jika titik 𝑦 = 0 dan 𝑧 = 0, sedangkan titik kesetimbangan endemik 
pecandu diperoleh jika 𝑦 ≠ 0 dan 𝑧 ≠ 0. 
Substitusi 𝑦 = 0 dan 𝑧 = 0 ke persamaan (3.7a) menghasilkan 
                                µ − µ𝑥 = 0, 
                                            µ = µ𝑥, 
                                          𝑥 = 1, 
sehingga diperoleh titik 𝑥0 = 1. 
 Jika titik kesetimbangan bebas pecandu dinotasikan 𝐷0, maka dapat 
dinyatakan bahwa 𝐷0 = (𝑥
0, 𝑦0, 𝑧0, 𝑤0) = (1,0,0,0). 𝐷0 disebut titik 
kesetimbangan bebas pecandu, karena tidak terdapat pecandu pada populasi. 
 Untuk mendapatkan titik kesetimbangan endemik atau terdapat 
pecandu pada populasi, maka langkah yang dilakukan adalah 
mengasumsikan parameter pada sistem (3.7) dengan 𝑚0 = µ + 𝜋 +  𝛾,      
𝑚1 = 𝜎 +  µ, dan 𝑚2 =  µ +  𝜃. Sistem (3.7) menjadi 
          µ − µ𝑥 − 𝛽(𝑁)𝑁𝑥(𝑦 + 𝑧) = 0,                                 (3.8a) 
      𝛽(𝑁)𝑁𝑥(𝑦 + 𝑧) − 𝑚0𝑦 = 0 ,                     (3.8b) 
                   𝜋𝑦 + 𝜃𝑤 − 𝑚1𝑧 = 0,                (3.8c) 
                                 𝛾𝑦 + 𝜎𝑧 − 𝑚2𝑤 = 0 ,                                      (3.8d) 
kemudian menyelesaikan persamaan (3.8a) sampai (3.8d) jika 𝑦 ≠ 0 dan    



























.    (3.10) 







𝑚1𝑚2𝑧 −  𝜎𝜃𝑧 = 𝛾𝜃𝑦 +  𝜋𝑚2𝑦, 





) 𝑧∗.    (3.11) 




) 𝑧∗.    (3.12) 








 .        (3.13) 
Jumlahkan persamaan (3.8a) dengan (3.8b). Substitusikan persamaan (3.11) 




.            (3.14) 
Perhitungan titik kesetimbangan endemik pecandu lebih detail dapat 
dilihat pada Lampiran 1. Berdasarkan hasil uraian, diperoleh titik 
kesetimbangan endemik 𝐷∗ = (𝑥
∗, 𝑦∗, 𝑧∗, 𝑤∗). 
3.3 Angka Reproduksi Dasar  
Berdasarkan sistem (3.8) dibentuk matriks ℱ dan 𝒱 yang terdiri dari 




































) dan  𝒱 = (
𝑚0𝑦
−𝜋𝑦 − 𝜃𝑤 + 𝑚1𝑧
−𝛾𝑦 − 𝜎𝑧 + 𝑚2𝑤
). 
Matriks Jacobi dari ℱ dan 𝒱 adalah 








).     (3.15) 
Kemudian substitusikan nilai titik kesetimbangan bebas pecandu, yaitu             






) dan 𝐷𝒱(𝐷0) = (
𝑚0 0   0
−𝜋 𝑚1 −𝜃
−𝛾 −𝜎 𝑚2
).          
Sebelum menentukan matriks generasi selanjutnya, terlebih dahulu 































Berdasarkan matriks 𝐷ℱ(𝐷0) dan 𝐷𝒱
−1(𝐷0), kemudian dibentuk matriks 
generasi selanjutnya 𝐾 = 𝐷ℱ(𝐷0)𝐷𝒱














0                                0
0                             0
]. 
Selanjutnya ditentukan nilai eigen dari matriks 𝐾, dengan menyelesaikan 
|𝐾 − 𝜆𝐼| = 0, 






















, dan 𝜆2,3 = 0. 
Angka reproduksi dasar 𝑅0 adalah spectral radius dari matriks 𝐾, yaitu     
               𝑅0 = 𝜌(𝐾) = max{𝜆1,𝜆2,𝜆3}, 









Berdasarkan angka reproduksi dasar, titik kesetimbangan endemik pecandu 
𝐷∗ = (𝑥
∗, 𝑦∗, 𝑧∗, 𝑤∗) eksis jika 𝑅0 > 1. Titik 𝐷∗ = (𝑥
∗, 𝑦∗, 𝑧∗, 𝑤∗) menjadi 
𝑥∗ =
𝑚0(𝑚1𝑚2 − 𝜃𝜎)
𝛽(𝑁)𝑁(𝑚1𝑚2 − 𝜃𝜎 +  𝜋𝑚2 + 𝛾𝜃)
, 
𝑧∗ =
 µ(𝜋𝑚2 + 𝛾𝜃(𝑅0 − 1)











3.4  Analisis Kestabilan Titik Kesetimbangan 
Analisis kestabilan titik kesetimbangan yang akan ditentukan yaitu 
analisis kestabilan lokal dan analisis kestabilan global dari masing-masing 
titik kesetimbangan. Sistem (3.8) merupakan sistem nonlinear, maka 
kestabilan titik kesetimbangan ditentukan dengan melakukan linearisasi 
sistem (3.8) di sekitar titik kesetimbangan. Berdasarkan langkah linearisasi 
pada subbab 2.1.4 diperoleh 
𝐽 = [

































3.4.1 Analisis Kestabilan Lokal Bebas Pecandu 
Matriks Jacobi di titik kesetimbangan 𝐷0 = (1,0,0,0) adalah 
𝐽(𝐷0) = [














 Persamaan karakteristik matriks 𝐽(𝐷0) adalah 
|𝐽(𝐷0) − 𝜆𝐼| = 0, 
|














| = 0, 
(−𝜇 − 𝜆) |










| = 0. 
Nilai eigen 𝜆1 = −𝜇, sedangkan 𝜆2, 𝜆3, dan 𝜆4 diperoleh dengan 
menyelesaikan (3.16) 
|










| = 0.                (3.16) 
 
Dari (3.16) diperoleh persamaan karakteristik 
𝜆3 + 𝜆2𝐴1 +  𝜆𝐴2 + 𝐴3 = 0, 
dengan  
     𝐴1  = (𝑚0 + 𝑚1 + 𝑚2 − 𝛽(𝑁)𝑁), 
     𝐴2 = (𝑚0𝑚1 + 𝑚0𝑚2 − 𝛽(𝑁)𝑁 + 𝑚1𝑚2 − 𝜎𝜃 −  𝛽(𝑁)𝑁𝑚1 
                − 𝛽(𝑁)𝑁𝑚2), 
𝐴3 = (− 𝛽(𝑁)𝑁𝑚1𝑚2 − 𝛽(𝑁)𝑁𝑚1𝜋 + 𝛽(𝑁)𝑁𝜎𝜃 −  𝛽(𝑁)𝑁𝛾𝜃 
                  + 𝑚0𝑚1𝑚2 − 𝑚0𝜎𝜃). 
Tidak mudah untuk menentukan nilai akar-akar persamaan karakteristik 



















menggunakan kriteria Routh-Hurwitz. Akibatnya, titik kesetimbangan 
endemik pecandu bersifat asimtotik lokal jika dan hanya jika 
1. 𝐴1 > 0, 
2. 𝐴3 > 0, 
3. 𝐴1𝐴2 − 𝐴3 > 0. 
3.4.2 Analisis Kestabilan Lokal Endemik Pecandu 
Matriks Jacobi di titik kesetimbangan 𝐷∗ = (𝑥
∗, 𝑦∗, 𝑧∗, 𝑤∗) adalah 
𝐽(𝐷∗) = [














Persamaan karakteristik matriks 𝐽(𝐷∗) adalah 
|𝐽(𝐷∗) − 𝜆𝐼| = 0, 
|













| = 0.(3.17) 
Dari sistem (3.17) diperoleh persamaan karakteristik 
𝜆4 + 𝜆3𝐴1 + 𝜆
2
𝐴2 +  𝜆𝐴3 + 𝐴4 = 0, 
dengan  
𝐴1  = (− 𝛽(𝑁)𝑁𝑥
∗ + 𝛽(𝑁)𝑁𝑦∗ + 𝛽(𝑁)𝑁𝑧∗ +  𝜇 + 𝑚1 + 𝑚2 + 𝑚3), 
𝐴2  = (− 𝛽(𝑁)𝑁𝑥








∗ +  𝜇𝑚1 + 𝜇𝑚2 + 𝜇𝑚0 + 𝑚1𝑚2 
+𝑚1𝑚0 + 𝑚2𝑚0 −  𝜎 𝜃), 
𝐴3  = ( 𝜇𝑚1𝑚2 + 𝜇𝑚1𝑚0 + 𝜇𝑚0𝑚2 − 𝜇𝜎𝜃 + 𝑚0𝑚1𝑚2 + 𝑚0𝜎𝜃 
  −𝛽(𝑁)𝑁𝜇𝑚1𝑥
∗ − 𝛽(𝑁)𝑁𝜇𝑚2𝑥











∗ + 𝛽(𝑁)𝑁𝜎𝜃𝑥∗ 
−𝛽(𝑁)𝑁𝜎𝜃𝑦∗ − 𝛽(𝑁)𝑁𝜎𝜃𝑧∗ − 𝛽(𝑁)𝑁𝛾𝜃𝑥∗), 
𝐴4  = ( 𝜇𝑚0𝑚1𝑚2 +  𝜇𝑚0𝜎𝜃 −  𝛽(𝑁)𝑁𝜇𝑚1𝑚2𝑥
∗ −  𝛽(𝑁)𝑁𝜇𝜋𝑚2𝑥
∗ 
























Tidak mudah untuk menentukan nilai akar-akar persamaan karakteristik 
(3.17). Oleh karena itu, sifat kestabilan titik kesetimbangan 𝐷∗ diperoleh 
menggunakan kriteria Routh-Hurwitz. Akibatnya, titik kesetimbangan 
endemik pecandu bersifat asimtotik lokal jika dan hanya jika 
1. 𝐴1 > 0, dan 𝐴4 > 0, 
2. 𝐴1𝐴2 − 𝐴3 > 0, 
3. 𝐴1𝐴2𝐴3 − 𝐴3
2 − 𝐴1
2𝐴4 > 0. 
 
3.4.3 Analisis Kestabilan Global Bebas Pecandu 
Didefinisikan fungsi Lyapunov sebagai berikut 







pada daerah Ω = {𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑤|𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑤 ≥ 0, 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + 𝑤 = 𝑁}, 
i. Akan dibuktikan 𝐿(𝐷0) = 0 
    𝐷0 = (1,0,0,0), 







  𝐿(1,0,0,0) = 0 (Terbukti). 
 
ii. 𝐿(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑤) > 0 pada daerah Ω 
   Diketahui: 𝑚1 = 𝜎+ 𝜇, 𝑚2= 𝜇+𝜃, 
𝑚1.𝑚2 − 𝜃𝜎 = 𝜇
2 +  𝜇𝜎 + 𝜎𝜃 + 𝜇𝜃 − 𝜃𝜎, 
          = 𝜇2 +  𝜇𝜎 + 𝜇𝜃 > 0, 
Karena semua parameter bernilai positif maka jelas bahwa           
𝐿(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑤) > 0. 















              𝐿′ = 𝛽(𝑁)𝑁𝑥(𝑦 + 𝑧) − 𝑚0𝑦 
                       +  
𝛽(𝑁)𝑁𝑚2
𝑚1𝑚2−𝜃𝜎
(𝜋𝑦 + 𝜃𝑤 − 𝑚1𝑧) 
                       +   
𝛽(𝑁)𝑁𝜃
𝑚1𝑚2−𝜃𝜎
 (𝛾𝑦 + 𝜎𝑧 − 𝑚2𝑤), 

































𝐿′ = 𝛽(𝑁)𝑁𝑥(𝑦 + 𝑧) − 𝑚0𝑦 +
𝛽(𝑁)𝑁𝑚2
𝑚1𝑚2 − 𝜃𝜎
(𝜋𝑦 + 𝜃𝑤 − 𝑚1𝑧) 
        +
𝛽(𝑁)𝑁𝜃
𝑚1𝑚2 − 𝜃𝜎
(𝛾𝑦 +  𝜎𝑧 − 𝑚2𝑤), 
≤ 𝛽(𝑁)𝑁(𝑦 + 𝑧) − 𝑚0𝑦 +
𝛽(𝑁)𝑁𝑚2
𝑚1𝑚2 − 𝜃𝜎
(𝜋𝑦 + 𝜃𝑤 − 𝑚1𝑧) 
        +
𝛽(𝑁)𝑁𝜃
𝑚1𝑚2 − 𝜃𝜎
(𝛾𝑦 +  𝜎𝑧 − 𝑚2𝑤), 




= 𝑚0(𝑅0 − 1)𝑦. 
Untuk uraian perhitungan lebih detail bisa dilihat pada Lampiran 2. Jika 
𝑅0 < 1 maka 𝐿
′ < 0, jadi fungsi Lyapunov  𝐿(𝐷0) memenuhi Definisi 
2.1.5.2. Dengan demikian 𝐿(𝐷0) merupakan fungsi Lyapunov kuat 
dan titik kesetimbangan bebas pecandu 𝐷0 bersifat stabil asimtotik global, 
dengan syarat jika 𝑅0 < 1. 
3.4.4 Analisis Kestabilan Global Endemik Pecandu 
Didefinisikan fungsi Lyapunov 






















pada daerah Ω = {𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑤|𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑤 ≥ 0, 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + 𝑤 = 𝑁}. 
1. Perlu dibuktikan bahwa fungsi 𝑉(𝐷∗) memenuhi kondisi 1 pada Definisi 
2.1.5.1. Jelas bahwa (𝑥∗ − 𝑥∗ − 𝑥∗𝑙𝑛
𝑥∗
𝑥∗













(𝑤∗ − 𝑤∗ − 𝑤∗𝑙𝑛
𝑤∗
𝑤∗
) = 0. 
2. Selanjutnya akan diperiksa apakah 𝑉(𝐷∗) > 0. 
Diketahui  


























   +
𝛽(𝑁)𝑁𝑚2
𝑚1𝑚2 − 𝜃𝜎




   +
𝛽(𝑁)𝑁𝜃
𝑚1𝑚2 − 𝜃𝜎




Misalkan 𝑓(𝑥) = (𝑥 − 𝑥∗ − 𝑥∗𝑙𝑛
𝑥
𝑥∗
) dan 𝑓(𝑥) terdefinisi pada domain        
𝑥 ∈ ℝ+ sehingga turunan pertama 𝑓(𝑥) terhadap 𝑥 dapat dinyatakan sebagai 
berikut 
𝑓′(𝑥) = (1 −
𝑥∗
𝑥
) , 𝑥 ∈ (0,∞). 
Titik stasioner diperoleh ketika 𝑓′(𝑥) = 0. Nilai 𝑥 yang memenuhi    
 𝑓′(𝑥∗) = 0 adalah 𝑥 = 𝑥∗. Jika 𝑥 ∈ (0, 𝑥∗), maka berlaku 𝑓′(𝑥∗) < 0.           
Di lain pihak, jika 𝑥 ∈ (𝑥∗, ∞) maka berlaku 𝑓′(𝑥∗) > 0. Oleh karena itu 
𝑓(𝑥) monoton turun pada selang (0, 𝑥∗), dan monton naik pada selang 
(𝑥∗,∞). Berdasarkan uraian tersebut jelas bahwa (𝑥∗, 0) merupakan titik 
minimum 𝑓(𝑥). Karena 𝑥∗ = 0 merupakan nilai minimum 𝑓(𝑥) pasti 
berlaku 𝑓(𝑥) > 0, ∀ 𝑥 ≠ 𝑥∗ ∈ Ω. Hal ini juga berlaku untuk membuktikan          
𝑓(𝑦) = 𝑦 − 𝑦∗ − 𝑦∗𝑙𝑛
𝑦
𝑦∗
, 𝑓(𝑧) = 𝑧 − 𝑧∗ − 𝑧∗𝑙𝑛
𝑧
𝑧∗




 . Jadi terbukti bahwa 𝑉(𝐷∗) > 0. 
3. Akan dibuktikan 𝑉′ < 0.  
Turunan fungsi Lyapunov 𝑉 adalah  sebagai berikut 
    𝑉′ = (𝑥′ −
𝑥∗
𝑥


















𝑉′ = (1 −
𝑥∗
𝑥


















𝑉′ = (1 −
𝑥∗
𝑥
) (𝜇 − 𝜇𝑥 − 𝛽(𝑁)𝑁𝑥(𝑦 + 𝑧)) 
   + (1 −
𝑦∗
𝑦


























) (𝜋𝑦 + 𝜃𝑤 − 𝑚1𝑧) 






) (𝛾𝑦 + 𝜎𝑧 − 𝑚2𝑤). 
 
Dengan kondisi setimbang seperti pada sistem (3.8), dapat dibentuk 






















= 𝑐, dan 
𝑤
𝑤∗
= 𝑒, sehingga diperoleh 
𝑉′ = (1 −
1
𝑎
) (𝜇𝑥∗ − 𝛽(𝑁)𝑁𝑥∗(𝑦∗ + 𝑧∗)) − 𝜇𝑎𝑥∗ 























(𝑥−𝑥∗)2 + 𝛽(𝑁)𝑁𝑥∗𝑦∗ [(1 −
1
𝑎
) (1 − 𝑎𝑏) + (1 −
1
𝑏




) (1 − 𝑎𝑐) + (1 −
1
𝑏






































































































































































Untuk perhitungan detail bisa dilihat di Lampiran 3. 𝑉′ < 0 jika 
(2 − (𝑎 +
1
𝑎 




























)) ≤ 0. Dengan menggunakan Ketaksamaan Rata-









)) ≤ 0,               
(2 − (𝑎 +
1
𝑎 


















)) ≤ 0 
sebagai berikut 
𝑐1 + 𝑐2 + ⋯+ 𝑐𝑛
𝑛



































sehingga terbukti (2 − (𝑎 +
1
𝑎 















































) ≥ 3, 









)) ≤ 0.  



















































) ≥ 4, 












)) ≤ 0. 
Berdasarkan perhitungan di atas terbukti 𝑉′(𝐷∗) < 0. Fungsi Lyapunov 
𝑉(𝐷∗) memenuhi Definisi 2.1.5.2, dengan demikian 𝑉(𝐷∗) merupakan 
fungsi Lyapunov kuat dan titik kesetimbangan endemik pecandu 𝐷∗ bersifat 
stabil asimtotik global. 
Syarat eksistensi dan jenis kestabilan titik kesetimbangan sistem 
persamaan (3.6) dirangkum pada Tabel (3.1). 
Tabel 3.1: Titik kesetimbangan, syarat eksistensi, dan kestabilan 
Titik 
Kesetimbangan 
Syarat Eksistensi Jenis Kestabilan Syarat 
Kestabilan 
𝐷0 Tidak Ada Stabil Asimtotik 
Global 
𝑅0 < 1 





















3.5  Simulasi Numerik dan Interpretasi Hasil Analisis 
Pada subbab ini ditunjukkan simulasi numerik solusi sistem (3.7) 
untuk mengilustrasikan hasil analisis pada subbab sebelumnya. Simulasi 
dilakukan dengan menggunakan metode Runge-Kutta orde empat pada 
software Matlab. Berdasarkan Tabel (3.1) terdapat dua titik kesetimbangan 
dengan syarat kestabilan tertentu. Untuk memperlihatkan kestabilan semua 
titik kesetimbangan beberapa nilai parameter diambil tetap untuk semua 
simulasi, sedangkan nilai parameter 𝛽(𝑁) diubah-ubah sehingga memenuhi 
dua kondisi yang berbeda sesuai Tabel (3.1). Beberapa nilai parameter yang 
tetap disajikan dalam Tabel (3.2) sebagai berikut  
 








Hasil simulasi ditunjukkan dengan potret fase pada ruang 𝑥, 𝑦, 𝑧 
dengan beberapa nilai awal yang berbeda. Garis-garis orbit akan menuju ke 
titik kesetimbangan berdasarkan syarat eksistensi dan kestabilan titik 
kesetimbangan sesuai Tabel (3.1). 
3.5.1 Simulasi I 
Pada simulasi ini diambil tingkat kejadian berbentuk 𝛽(𝑁) = 𝛽 
dengan nilai parameter 𝛽 = 0.0008 dan 𝛽 = 0.08, serta parameter 𝜇 = 0,8. 
Berdasarkan nilai-nilai parameter pada Tabel 3.2 untuk 𝛽 = 0.0008 
diperoleh 𝑅0 < 1 dan hanya titik 𝐷0 = (1,0,0,0) yang eksis. Nilai parameter 
tersebut digunakan pula untuk menentukan kestabilan lokal titik  𝐷0 yang 
harus memenuhi kriteria Routh Hurwitz, sehingga diperoleh                          
𝐴1 = 2.398411 > 0, 𝐴3 = 0.4024018519 > 0, dan 𝐴1𝐴2 − 𝐴3 =
3.870926141 > 0. Hal ini menyebabkan kriteria  Routh Hurwitz terpenuhi, 



















Perilaku solusi dengan tiga nilai awal yang berbeda, yaitu                                




















Gambar 3.2: Potret fase sistem (3.7) dengan tingkat kejadian 𝛽 untuk     
𝑅0 < 1. 
 Gambar 3.2 menunjukkan bahwa dengan beberapa nilai awal yang 
diberikan, orbit-orbit menuju ke titik kesetimbangan 𝐷0. Hal ini sesuai hasil 
perhitungan analisis titik kesetimbangan 𝐷0 yang bersifat stabil asimtotik 
global jika 𝑅0 < 1. 
Berdasarkan nilai-nilai parameter pada Tabel 3.2 untuk 𝛽 = 0.08 
diperoleh 𝑅0 > 1, serta titik 𝐷0 = (1,0,0,0) pada simulasi ini tidak stabil dan 
titik 𝐷∗ = (0.1875 ,0.8273,0.0306, 0.094) eksis. Nilai parameter tersebut 
digunakan pula untuk menentukan kestabilan lokal titik  𝐷∗ yang harus 
memenuhi kriteria Routh Hurwitz, sehingga diperoleh                                        
𝐴1 = 5.013327703 > 0, 𝐴4 = 0.315901184 > 0,  𝐴1𝐴2 − 𝐴3 =
29.81830133 > 0 dan 𝐴1𝐴2𝐴3 − 𝐴3𝐴3 − 𝐴1𝐴1𝐴4 = 88.76413880 > 0. 



















endemik pecandu bersifat stabil asimtotik lokal.  Perilaku solusi dengan tiga 
nilai awal yang berbeda, yaitu 𝑁1 = (5,3,4,2), 𝑁2 = (1,1,5,3), dan 𝑁3 =





















Gambar 3.3: Potret fase sistem (3.7) dengan tingkat kejadian 𝛽 untuk    
𝑅0 > 1. 
Gambar 3.3 menunjukkan bahwa dengan beberapa nilai awal yang 
diberikan, orbit-orbit menuju ke titik kesetimbangan 𝐷∗. Hal ini sesuai hasil 
perhitungan analisis titik kesetimbangan 𝐷∗ yang bersifat stabil asimtotik 
global jika 𝑅0 > 1. 
3.5.2 Simulasi II 




 dengan nilai parameter 𝛽 = 0.0008 dan 𝛽 = 0.08, serta 
parameter 𝜇 = 0,03. Berdasarkan nilai-nilai parameter pada Tabel 3.2 untuk 



















Perilaku solusi dengan tiga nilai awal yang berbeda, yaitu 𝑁1 = (1,3,4,3), 


















Gambar 3.4: Potret fase sistem (3.7) dengan tingkat kejadian 
𝛽
𝑁
  untuk  
𝑅0 < 1. 
Gambar 3.4 menunjukkan bahwa dengan beberapa nilai awal yang 
diberikan, orbit-orbit menuju ke titik kesetimbangan 𝐷0. Hal ini sesuai hasil 
perhitungan analisis titik kesetimbangan 𝐷0 yang bersifat stabil asimtotik 
global jika 𝑅0 < 1. 
Berdasarkan nilai parameter pada Tabel 3.1 untuk 𝛽 = 0.08 diperoleh 
𝑅0 > 1, serta titik 𝐷0 = (1,0,0,0) pada simulasi ini tidak stabil dan titik    
𝐷∗ = (0.077, 0.1403, 0.8275, 0.0198) eksis. Perilaku solusi dengan tiga 
nilai awal yang berbeda, yaitu 𝑁1 = (2,4,7,1), 𝑁2 = (8,2,2,1), dan                      

































Gambar 3.5: Potret fase sistem (3.7) dengan tingkat kejadian 
𝛽
𝑁
  untuk  
𝑅0 > 1. 
Gambar 3.5 menunjukkan bahwa dengan beberapa nilai awal yang 
diberikan, orbit-orbit menuju ke titik kesetimbangan 𝐷∗. Hal ini sesuai hasil 
perhitungan analisis titik kesetimbangan 𝐷∗ yang bersifat stabil asimtotik 






































































Berdasarkan tujuan pembahasan skripsi ini dapat diambil kesimpulan 
sebagai berikut. 
1. Model penyebaran pecandu narkoba sintetis  berbentuk sistem 
persamaan diferensial nonlinear yang terdiri dari empat 
kompartemen yaitu rentan (𝑆), pecandu psikologis (𝑃), pecandu 
fisiologis  (𝐻), dan pecandu dalam rehabilitasi (𝑇). 
 
2. Model penyebaran pecandu narkoba sintetis memiliki dua titik 
kesetimbangan, yaitu titik kesetimbangan bebas pecandu dan 
endemik pecandu. Eksistensi titik kesetimbangan ditentukan oleh 
angka reproduksi dasar (𝑅0). Jika 𝑅0 < 1 maka hanya terdapat satu 
titik kesetimbangan yang eksis, yaitu titik kesetimbangan bebas 
pecandu. Jika 𝑅0 > 1 maka terdapat dua titik kesetimbangan yang 
eksis yaitu titik kesetimbangan bebas pecandu dan endemik 
pecandu. Selanjutnya berdasarkan analisis kestabilan pada titik 
kesetimbangan, kestabilan titik kesetimbangan bebas pecandu 
bersifat stabil asimtotik global dengan syarat 𝑅0 < 1, sedangkan 
kestabilan titik kesetimbangan endemik pecandu bersifat stabil 
asimtotik global. 
 
3. Simulasi numerik yang dilakukan terhadap dua bentuk tingkat 
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